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Untersuchung der Dynamowirkung einer nichtspiegelsymmetrischen Turbulenz
an einfachen Modellen

F.Krause und M. STEENBECK

Deutsche Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Institut fiir Magnetohydrodynamik in Jena

(Z. Naturforschg. 22 a, 671-—675 [1967] ; eingegangen am 3. Februar 1967)

A turbulent conducting fluid is considered. In the case of homogeneous, isotropic turbulence
with no reflection symmetry Onm’s law for the global fields reads i=0(E+a B), a=const. Evidence
is given for dynamo maintenance of the electromagnetic fields by solving the equations of two
simple models: The turbulent motion takes place in a sphere, which is embedded in a nonconduct-
ing space in the first case and in a conducting space with the same conductivity in the second case.

1. Einleitung

In zwei vorangehenden Arbeiten!, im folgenden
mit (I) und (II) zitiert, wurde ein magnetohydro-
dynamischer Dynamo nachgewiesen, der mit Sicher-
heit in den meisten Himmelskorpern wirksam wird.
Er hat seine Grundlage in Induktionseffekten, die
von einer nichtspiegelungssymmetrischen Turbulenz
hervorgerufen werden.

In (II) wurde das Ziel verfolgt, in zwar noch
ziemlich groben, aber doch stark an die Realitdt an-
gendherten Modellen aufzuzeigen, da mit Hilfe die-
ses Mechanismus die Magnetfelder von Fixsternen
und Planeten erklart werden konnen. Ein Naherungs-
verfahren, das eine Behandlung durch analytische
Ausdriicke erméglichte, wurde fiir die Diskussion
der verschiedenen Losungstypen entwickelt.

Diese Modelle zu verfeinern und damit iiber die
cingehenden Materialgroflen aus den vielfaltigen Be-
obachtungsergebnissen Aufschluf} tiber innere Struk-
turen von Fixsternen und Planeten zu bekommen,
ist eine Aufgabe fiir eine elektronische Rechen-
maschine. Es ist aber andererseits durchaus wichtig,
nach einfachen Modellen zu suchen, die zwar zu-
nachst wenig mit etwas Realisierbarem zu tun haben,
dafiir aber den Vorteil der Moglichkeit einer voll-
standigen mathematischen Durchdringung bieten.

Solche Modelle sind einmal vom padagogischen
Standpunkt interessant, da das Prinzipielle gut her-
ausgearbeitet werden kann: In (II) wurde die Dy-
namowirkung durch Betrachtung des Ringmodells in
Evidenz gesetzt; hier finden sich nun ndher an der
Realitdt gelegene, direkt rechenbare Modelle. Zum
anderen konnen sie die Grundlage fiir qualitative

1 (I) M. Steesseck, F. Kravse u. K.-H. Ripier, Z. Natur-
forschg. 21 a, 369 [1966]; (II) M. Steexseck u. F. Kravse,
Z. Naturforschg. 21 a, 1285 [1966].

Uberlegungen an topologisch #hnlichen Modellen
sein; der Vergleich der Eigenwerte von (II) mit den
hier erzielten Ergebnissen zeigt, dall auch Abschat-
zungen der GroBenordnung méglich sind. Schlief3lich
liefern sie Gewilheit iiber die Existenz der Losun-
gen, die von den in (II) angewandten Methoden
nicht geliefert werden kann, da dort ein Konvergenz-
beweis nicht ohne weiteres zu erbringen ist. Die An-
gabe geschlossener Losungen fiir verwandte, aber
einfachere Probleme unterstiitzt die Uberzeugung,
dal} eine weitere Fortfithrung der Reihenentwicklun-
gen in (II) an den Resultaten jedenfalls nichts We-
sentliches andern wird.

Wir setzen fiir das Medium, in dem wir die elektro-
magnetischen Erscheinungen untersuchen, die Giiltig-
keit eines Onmschen Gesetzes von der Form

i=0(C+a?),
voraus; € bezeichnet die elektrische Feldstirke, 1 die
Stromdichte, B die magnetische Induktion und ¢ die
Leitfahigkeit. Ein solches Onmsches Gesetz ist exakt
giltig fiir die globalen Feldgroflen in einem fluiden,
elektrisch leitendem Medium, falls in diesem eine
homogene, isotrope, nichtspiegelsymmetrische Tur-
bulenz vorliegt 2.

Es werden hier die geschlossenen Losungen fiir
zwel stationdre Probleme angegeben: Das Omnmsche
Gesetz (1) sei giiltig im Inneren einer Kugel. Im
ersten Fall sei diese Kugel in einen nichtleitenden
Aullenraum eingebettet und im zweiten Fall in ein
leitendes Medium von der gleichen Leitfahigkeit.

a = const. (1)

Die in (IT) benutzten Bezeichnungen behalten wir
bei. Wir teilen also das Magnetfeld & in einen po-
loidalen und einen toroidalen Anteil auf, £ = .

2 M. SteexBeck u. F. Krause, Magnitnaja Gidrodinamika
[1967], im Druck. — F. Krausg, IV. Consultation on He-
liophysics and Hydromagnetics, Sopot 1966, im Druck.
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+ Otor» und fihren fiir den poloidalen Anteil das
toroidale Vektorpotential A gemdB £, = Rrot [
ein; R bezeichnet den Radius der Kugel.

Schliefllich fithren wir ein Polarkoordinatensystem
r, %, ¢ ein; bei den beiden Feldern 2 und i, sind
nur die ¢-Komponenten von Null verschieden; sie
werden mit A (x,7) bzw. H(x,7) bezeichnet; z be-
deutet den normierten Mittelpunktsabstand r=x R.

2. Allgemeine Losung der Feldgleichungen

Im stationaren Fall ist die elektrische Feldstarke
ein Gradientenfeld, also €= —grad U. Unter der
Voraussetzung der Zylindersymmetrie fehlt dann die
toroidale Komponente, und es folgt aus (1) mit

ttor = Tot Hpor= — R A .
— AN = p o aDHior - (2)
Bilden wir vom toroidalen Anteil der GI. (1) die
Rotation, so folgt mit i}, = rot oy
—ADtor= —puoaR AN (3)
Aus (2) und (3) konnen wir das Vektorfeld

eliminieren und erhalten eine Gleichung fiir das to-

roidale Feld allein
ADtor — (4 C*/R?) Hior=0, C=poaR/2. (4)
Gleichung (4) lautet explizit in Polarkoordinaten

1 32%H 1 0 < 1 GCHsind
z 0922 ' 22 39 \sind 39

(%)

>+4C‘~’H:O.
(5)

Mit dem Separationsansatz H — ¢ (x) x () erhalten
wir die beiden gewchnlichen Differentialgleichungen

1 d%x () n(n+1) 2 _0-
717 dz? - z2 (p(x) +4C QU(:K) _O’ (6)
4z, ds 1
(1-u?) 3k —2u f +{n(n+l) - 1_ug}x=0;

(7)
dabei wurde cos ¥ =u gesetzt.
Gleichung (6) besitzt als Losungen die mit 1/}
multiplizierten Besser-Funktionen der Ordnungen
* (n+1/2),Gl (7) die zugeordneten LrceExprEschen
Polynome P,!(u). Damit erhalten wir fir das to-
roidale Feld

H(z,d) = {h,, 3

Vz -]rw‘/z(?'CI)

th ] an@C) [P cos D). (8)

Das Feld "= — (1/2 C) o geniigt nach (3) der
Gleichung A" =0, wir werden also auf die Gl. (5)
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bzw. (6) mit C =0 gefiihrt, wiahrend (7) unverin-
dert giiltig bleibt. (6) besitzt fiir C =0 die Losungen
2" und "1, so daB wir fiir 4(x,7) erhalten

At B {a,l 2+ a, z1

1 1

+ 2Ch" VI Jn+’/s(2 CCL‘) (9)

+ g Lnon(2 cx)} P,1(cos 9).

Unsere Losung enthilt vier Integrationskonstanten,
die sich aus Regularitdts- und Randbedingungen be-
stimmen.

3. Kugel im Vakuum

Da keine Strome austreten konnen, mufl das to-
roidale Feld an der Oberflache, also fiir x=1, ver-
schwinden. Es gilt nach (8)

-’n+’.’z(2 C) =0:

da wegen der bei x=0 zu fordernden Regularitat
h, verschwindet. (10) ist die Eigenwertgleichunj
fir unser Problem. Es gibt zweifach unendlich viest
Eigenwerte, einmal die unendlich vielen Wurzeln
der GIl. (10) bei festem n, und dann kann n noch
die ganzzahligen Werte = 1 durchlaufen. Der be-

(10)

tragsmallig kleinste Eigenwert ist die kleinste posi-
tive Nullstelle der Besser-Funktion von der Ord-
nung 3/2. Js,(z) ist bekanntlich durch elementare
Funktionen darstellbar, es gilt

Ji (2) = 1 /;)z (Sirj: 7(~osz).

z

(11)

C bestimmt sich also aus der Gleichung tan2 C=2C,
welche den Wert

C=2,24 68 ... (12)

als kleinste positive Wurzel besitzt.

Ebenfalls wegen der Regularitiit bei =0 muf} @,
verschwinden. a, bestimmt sich aus der Randbedin-
gung, dal} ein stetiger Anschluf} an ein wirbelfreies
Feld im Aullenraum gewéhrleistet sein muf}. Auflen
gilt also $ = grad U mit AU = 0; folglich haben wir

U(z,9) =UyP,(cos P)/2""1, (13)
Es folgt daraus
H,(1,9) = — (n+1) UyP,(cos?P), (14)

Hy(1,9) = — U, P,/ (cos?) sin} = U,y P, (cos ?).
(15)
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Andererseits gilt mit
A(z, D) =y, (z) P, (cos ?)
nach (II, 18)

(16)

1

HiL ) = 1 2 (. (1) P (cos 9) sin 9)

1 d . ,
— (1) ind dd {sin2¥ P, (cos &) }
(17)

= —y,(1) n(n+ 1) Py (cosd) 3
H&(la'ﬂ) = _{Wn,(l)+wn(1)}P711(0050)' (18)
Die Gln. (17) und (18) sind mit den Gln. (14) und

(15) nur dann vertraglich, wenn

vy (1) + (n+1) y,(1) =0 (19)

Dieses ist die gesuchte zweite Randbedingung, der
wir auch die Form

’dd; {xn+IW7z(z) }Z=1:0 (20)

geben konnen.
Setzen wir (9) mit @, =h,” =0 ein, so folgt

h
(2C):Lz+l/2 d(2C ) {RCe)A™ ML, (80 %) boan
+an(2n+1)=

Nach der bekannten Formel
d v ™ .
dz”{z ],,(Z)}—Z ]x'—l(")

ergibt sich
hn

=" 9n+t

ljlt-'/z(2C)' (2]-)
Damit sind die beiden Feldanteile vollstandig be-

stimmt; es gilt

H(z, 4) = h, *;; Juss(2C2) Pyl(cos 9), (22)
A(2,9) = 35| hawnn(2C )
21_?_1 ‘/2(2 C) 2" }Pnl (COS 19) (23)

Das elektrische Feld kann tiber das Onmsche Gesetz
(1) berechnet werden; daraus folgt
L s 5
C= , 1—Ha®. (24)
Es besitzt fiir den hier behandelten stationiren
Fall nur einen poloidalen Anteil. Da wir y, o, a kon-
stant voraussetzen, ist & sowohl innerhalb wie aufler-
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halb der Kugel wirbel- und quellenfrei, lediglich auf
der Kugeloberflache befinden sich Ladungen. Fiir
das Potential gilt also

Uy2" P, (cos ),
2 " 1P,(cos ),

Fir E, ergibt sich fir x=1 nach (17), (23) und
(24) der Wert

Uz, 9) = { § (25)

E,(1,9) = —puaH,(1,9)
=~ 2h;,_1 ~1,(2C) n(n+1) Py(cos ),

und andererseits aus (25)
E.(1,9) = —UynP,(cos?)/R.
Durch einen Vergleich erhalten wir

n+1

2n+1 11—’/:(2C) hn-

Uy=uaR (26)
Die Normalkomponente der elektrischen Feldstirke
springt an der Kugeloberfliche entsprechend der
dort vorhandenen Ladungen, deren Dichte propor-

tional zu P, (cos ) ist.

©

Abb. 1.

Selbsterregtes Magnetfeld vom Dipoltyp fiir eine
Kugel im Vakuum.
Feldlinien des poloidalen Anteiles,
— — — Linien konstanter Feldstarke des toroidalen Anteiles.

Fir den Fall n=1 ist das elektrische Feld im
Inneren der Kugel homogen und im AuBeren ein
Dipolfeld; die Oberflichenladungsdichte ist propor-

tional zu cos 1.
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4. Kugel im leitenden Aulenraum

Das Feld im Aulenraum geniigt den Gln. (2) und
(3) mit a=0; also

AN =4H=0. (27)

Wie die Herleitung von A(z,¥) vor Gl. (9) zeigte,
fuhrt (27) im Aullenraum auf die Losungen

H® (2,9) =h,® P, (cos ?) [T, (28)
A® (2,9) =a,™ P, (cosP) /2" "1,  (29)
Das Innenfeld wird durch (8) und (9) fiir a,”=h,’

=0 gegeben. Die vier Konstanten bestimmen sich
aus den Ubergangsbedingungen; das Magnetfeld
mul}, stetiges u vorausgesetzt, stetig durch die Dis-
kontinuitdt hindurchgehen, die tangentialen Kompo-
nenten der elektrischen Feldstiarke ebenfalls.

Die azitumale Komponente der elektrischen Feld-
stirke verschwindet in dem hier behandelten statio-
néren Fall, also £, = 0. Dieser Sachverhalt ist bereits
in den Gln. (2) bzw. in der &quivalenten Gleichung
in (27) beriicksichtigt, so da} uns nur noch die Ste-
tigkeit von E, neue Bedingungen liefert. Nach dem
Onwmschen Gesetz gilt

190 =0 (Es® + rea Hy®), (30)

iy® =0 Es®, (31)
Hieraus ergibt sich die Ubergangsbedingung

is® —iy™ = uoaHy; (32)

oder, indem wir 73 aus (8) fiir den Innenraum und
aus (28) fir den AuBlenraum und H, aus (9) be-
rechnen

nh,®=(n+1)2Ca,. (33)

Die Stetigkeit der drei Magnetfeldkomponenten fiihrt
nach (8), (9) und (28), (29) auf die drei Bedin-

gungen

hn(a) —_— h)l ]n +1/2 (2 C) ’ (34)
aﬂ(ﬂ\J =ay + ZIC h” ]n +‘/3(2 C) ’ (35)
—n a"(m = (n + 1) a, + 21C h“
d
’ {dr (I]n+’/=(2 C))}J_ (36)

Die Kombination von (33) und (34) einerseits und
von (35) und (36) andererseits liefert die beiden

Gleichungen
2(n+ 1) Ca/z_njzz+‘/z(2 C) hn=0 )
(.n+l) -’114’/:(2(:) hn:()v

(37)
(38)

a, +
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mit der Bedingung

2n+1)CJp-(2C) +0 (20 +1) J4,1,(2C) =0
(39)

fiur die Losbarkeit, die fiir uns die Eigenwertglei-
chung zur Bestimmung des Eigenwertes C darstellt.
Ersetzen wir a, aus Gl. (37) durch h,, so ist die
Darstellung fiir das Innenfeld identisch mit der in
(22) und (23) fir die Kugel im Vakuum. Lediglich
der Eigenwert C hat jetzt einen anderen numerischen
Wert; fiir n=1 ergibt sich die Gleichung tan(2 C)
=6(C/3) + 8 C? mit dem kleinsten Eigenwert

C=1,75294. (40)

Die Anregung ist hier also geringfiigig leichter, da
die Strome nicht durch den im ersten Fall isolieren-
den Auflenraum gezwungen werden, ganz im Inne-
ren der Kugel zu flieBen. An der Oberfliche der
a-Kugel bildet sich wieder eine Oberflichenladung
aus. Thr Wert ist aus dem Potential (25) und (26)
zu entnehmen, wobei C den gednderten Wert (40)
besitzt.

Abb. 2. Selbsterregtes Magnetfeld vom Dipoltyp fiir eine
Kugel in leitender Umgebung.

Feldlinien des poloidalen Anteiles,

— — — Linien konstanter Feldstirke des toroidalen Anteiles.

5. Eine Abschitzung fiir nichtkonstantes a

In (I) wurde ein Modell mit o= o, cos ¢ behan-
delt; a hat also unterschiedliche Vorzeichen in den
beiden Hemisphiren. Wir versuchen, aus den hier
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vorliegenden Rechnungen eine Abschitzung fiir die
Eigenwerte zu gewinnen.

Wir betrachten zwei zunichst getrennt liegende
Halbkugeln; a sei in jeder dieser Halbkugeln kon-
stant; betragsmiflig seien die beiden Werte gleich,
jedoch sollen sie entgegengesetztes Vorzeichen haben.

Jede $albkugel baut fiir sich ein Feld vom Dipol-
typ auf, das mit einem toroidalen Ringfeld gekop-
pelt ist; dabei ist bezogen auf die Orientierung des
poloidalen Feldes das toroidale Ringfeld in den bei-
den Halbkugeln unterschiedlich orientiert (Abb. 3 a,
4 a). Eine Abschitzung der Anregungsbedingung fiir
die Halbkugel fiihrt nach (3) und (11) auf poaL/2
~ 2,25; falls L eine fiir die Dynamoanregung cha-
rakteristische Liange ist. Als solche kommt in erster
Linie der Radius der grofBten, vollstandig in die
Halbkugel hineinpassenden Vollkugel in Frage, also
L=R/2. Damit erhalten wir als Anregungsbedin-

gung fiir eine Halbkugel von Radius R
noaR/2 ~45. (41)

Wir bauen nun aus diesen zwei Halbkugeln eine
Vollkugel auf, die ein Feld vom Dipoltyp trigt

S0

a)

b)

Abb. 3. Aufbau eines Feldes vom Dipoltyp fiir eine Vollkugel
aus zwei Halbkugeln mit entgegengesetzt gleichem a.
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(Abb. 3). Da die Felder der beiden Halbkugeln sich
verstdrken, ist zu erwarten, dal die Anregung fiir
die Vollkugel mit a>0 in der einen und a<O0 in
der anderen Halbkugel etwas leichter sein wird als
der Aufbau der Einzelfelder. Wir schlielen auf die
Anregungsbedingung fiir ein Feld vom Dipoltyp

noaR/254,5. (42)

Nach einer analogen Uberlegung ist zu erwarten,
daf} die Anregung fiir ein Feld vom Quadrupoltyp

a) b)

Abb. 4. Aufbau eines Feldes vom Quadrupoltyp fiir eine Voll-
kugel aus zwei Halbkugeln mit entgegengesetzt gleichem a.

insgesamt etwas schwerer ist, da sich die Feldanteile
der beiden Halbkugeln beim Zusammenfiigen schwi-
chen (Abb.4). Wir erhalten also als Anregungs-
bedingung fiir ein Feld vom Quadrupoltyp

noaR/224,5. (43)

Die Untersuchung des Modells in (II) mit a = a, cos ¢
fiihrten auf die Anregungsbedingungen u o ayR/2
=4,13 fiir ein Feld vom Dipoltyp (II, 38) und auf
noaygR/2=4,81 fir ein Feld vom Quadrupoltyp
(11, 44) ; beide Werte sind in guter Ubereinstimmung
mit den durch die Abschitzung gewonnenen.



